
国庆数学试卷 3 参考答案

1．A【详解】由圆 2 2 2 6 1 0x y x y     可得标准方程为 2 2( 1) ( 3) 9x y    ，

即圆心为  1,3 ，因为圆关于直线 3 0ax by   对称，则该直线经过圆心  1,3 ，

即 3 3 0a b    ，整理得
1 1
3

 a b （ 0a  ， 0b  ），

则
1 3 1 1 3 1 3 3 1 3 3 161 9 10 2

3 3 3 3
a b a ba b

a b a b b a b a
                             

，

当且仅当
3 3b a
a b
 ，即

3
4

a b  时，等号成立，

所以
1 3
a b
 的最小值是

16
3
.故选：A．

2．B 【详解】若方程 2 2 22 2 1 0x y ax ay a a       表示圆，

则       22 2 22 4 2 1 3 4 4 0 3 2 2 0a a a a a a a a             ，

解得
22
3

a   ，又
32, 1,0, ,1
4

a     
 

，所以 1a   或 0a  ，

即程 2 2 22 2 1 0x y ax ay a a       表示的圆的个数为 2 .故选：B

3．C

【详解】解：以经过A， B的直线为 x轴，建立直角坐标系，

如图所示：

则� −2,0 ，  2,0B ，设� �, � ，

∵ 3
PA
PB

 ，∴
 
 

2 2
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x y

 


 
，

整理得： 2 2 8 8 0x y x    ，即  2 24 12x y   ，

当点 P到 AB（ x轴）的距离最大，即最大值为2 3时，三角形 PAB的面积最大，



所以三角形面积的最大值为
1 4 2 3 4 3
2
   ．

故选：C．

4．C

【详解】 1 2/ /l l ，    2 1 0a a a      ，解得： 0a  或 3a   .

当 3a   时，直线 1l ：3 1 0x y   ，直线 2l ：3 1 0x y   ，两直线重合；

当 0a  时，经检验，满足题意；

综上， 0a  .

故选：C

5．A

【详解】如图1所示，大圆的半径为 2，小圆的半径为1，

大圆的面积为 4π，小圆的面积为 π．

对于①，当 0a  时，直线 l的方程为 0y  ，

此时直线 l将黑色阴影区域的面积分为两部分，

其中 1
1 1 3π4π π
4 2 2

S      ， 2
1 1 π4π π
4 2 2

S      ，

1 2: 3:1S S  ，①正确；

对于②，由题意知：黑色阴影区域在第一象限的边界方程为    22 1 1 0x y x    ，

当
4
3

a   时，直线 l的方程为  4 2
3

y x   ，即 4 3 8 0x y   ，

小圆圆心  0,1 到直线 l的距离
2 2

3 8
1

4 3
d


 


，

直线 l与该半圆弧相切，如图 2所示，



直线 l与黑色阴影区域只有一个公共点，②正确；

对于③，当  0,1a 时，如图3所示，

易得直线  : 2l y a x  恒过定点  2,0 ，

当 1a  时，直线 : 2l y x  与黑色阴影区域的边界曲线有1个公共点，③错误．

综上所述：①②正确．

故选：A．

6．C

【详解】  2· 3 4 4 6 8 8 0x y x y      ，显然与另一条直线平行，则所求距离为

( )
2 2

8 3 1
26 8

- - -
=

+
.

故选：C.

7．A

【详解】设 ( , )M x y ， 0 0( , )Q x y ，

由 PM MQ
 

得M 是线段 PQ中点，∴
0

0

2 4
2 3

x x
y y
 

  
，



又Q在圆 2 2 4x y  上， 2 2(2 4) (2 3) 4x y    ，即
2 23( 2) ( ) 1

2
x y    ，

∴M 点轨迹是半径为 1的圆，面积为 πS  ，

故选：A．

8．B

【详解】圆 2 2: ( 2) ( 3) 1C x y    的圆心为  2, 3 ，半径为 1，点    1,0 , 0, 3A B ，

如图所示：当 PAB最大时， PA与圆C相切，连接 ,CP AC，可知PC PA ，

2 2(2 1) ( 3 0) 2, 2AC AB BC       ，

故 30 , 60CAP BAC    ，所以 90 ,sin 1PAB PAB   .

故选：B

9．AC

【分析】A选项，
1 0 1
2 1PAk


 


，所以直线 PA的倾斜角为
π
4
，

2 3 0 3
1 1PBk


  
 

，所以直线 PB的倾斜角为
2π
3
，

所以直线 l的倾斜角范围为
π 2π,
4 3
 
  

，A选项正确.

B选项，由     21 1, 1a a a      解得 1a   ，

当 1a  时，两直线为 1 0, 2 0x y x y      ，两直线平行；

当 1a   时，两直线为 1 0, 2 0x y x y       ，

即 1 0, 2 0x y x y      ，两直线平行，



所以“ 1a  ”是“直线 1 0ax y   与直线 2 0x ay   互相平行”的充分不必要条件，

所以 B选项错误.

C选项， 1C ： 2 2 2 0x y x   ，即  2 21 1x y   ，是圆心为  1 1,0C  ，半径 1 1r  ；

2C ： 2 2 4 8 0x y x y m     ，即    2 22 4 20x y m     ，

要表示圆，则 20 0, 20m m   ，此时圆心为  2 2,4C ，半径为 20 m ，

两圆有四条公切线，所以两圆外离，

所以 1 2 1 20 ,5 1 20C C m m      ，解得4 20m  ，C选项正确.

D选项，圆 2 2 2x y  的圆心为  0,0 ，半径为 2，

圆心到直线 1 0x y   的距离为
1 2

22
 ，

所以圆 2 2 2x y  上有且仅有3个点到直线 l： 1 0x y   的距离都等于
2
2

，

所以 D选项错误.

故选：AC

10．ABD

【详解】因为 2 2: ( 1) ( 2) 4C x y    ，

所以圆心 (1,2)C ，又  0,1P ，则 2 2(0 1) (1 2) 2CP      ,

圆C的半径 2,r  2,CB r 

又 2 2(0 1) (1 2) 2 4     ，故点 P在圆内，

所以当CP l 时，线段 AB的长最小,

此时
2 22 2 4 2 2 2AB CB CP     ,A正确；

21 sin
2ABCS r ACB ，当 AC BC 时，面积最大为 2,B正确；

记线段 AB的中点为M ，则CM AB ,

2 2 2 2,CCA CB CM CP   
   

错误；

若圆C上有且仅有三个点到直线 l的距离为 1，

则圆心C到直线 AB的距离为 1，



所以 22 1 2 3AB r   ，D正确.

故选:ABD.

11．ABD

【详解】A选项，过任意两点  1 1
,x y ，  2 2

,x y ，当 1 2x x 时，

直线方程不能表示
1 1

2 1 2 1

y y x x
y y x x
 


  ，所以 A选项错误.

B选项，直线 y x 过点  1,1 ，且在 x轴和 y轴上截距都相等，所以 B选项错误.

C选项，直线倾斜角
π 2π,
4 3

    
， tank  ，则根据正切函数的性质知 k的取值范围是

( , 3] [1, )    ，故 C正确；

D选项，当
π
2

  时，直线的斜率不存在，所以 D选项错误.

故选：ABD

12． 2 14

【详解】把直线    : 2 0l a b x b a y a     化为 ( 2 1) ( ) 0a x y b x y      ，

2 1 0 1
0 1

x y x
x y y
     

      
，恒过定点 ( 1, 1)  ，

当圆C被直线 l截得的弦长的最小值时，

圆心 (0,0)到定点 ( 1, 1)  的距离为 2 21 1 2  ，

圆心到直线    : 2 0l a b x b a y a     距离最大值时即为 2，

此时直线弦长为最小值 2 16 2 2 14  .

故答案为： 2 14 .

13．0或 30/30或 0

【详解】∵两条平行直线 1L ：x+2y+3=0， 2L ：3x+by+c=0，

则3 2 1 0b    ，解得 6b  ；

所以直线 1L ：x+2y+3=0，即3 6 9 0x y   ， 2L ：3x+6y+c=0；

则两平行线间的距离为
2 2

9

3
5

6

c 



，



解得 6c   或 24．

故答案为：0或30．

14．10 4 5 ．

【详解】1 : 4 2 0l mx y m    变形得到    1 : 4 2 0l m x y     ，令
4 0
2 0

x
y
 

  
，解得

4
2

x
y


 
，

从而  4,2M ， 2 : 6 2 0l x my m    变形得到    2 : 6 2 0l m y x    ，令
2 0
6 0

x
y
 

  
，解得

2
6

x
y


 
，从而  2,6N ，由 PM PN ，由勾股定理得

   2 2 2 2 24 2 2 6 20PM PN MN       ，点 P的轨迹为以MN为直径的圆，其中线段

MN的中点坐标为  3,4Q ，半径为 5
2
MN

 ， P点轨迹方程为    2 23 4 5x y    ，圆

2 2 9x y  的圆心为  0,0O ，半径为 3，设CD的中点为H，由垂径定理得

2

9 5
2
CD

OH
 

   
 

，故H点的轨迹方程为 2 2 5x y  ，因为 P点轨迹方程为

   2 23 4 5x y    ，则PH的最小值为圆心距减去两半径，即 2 23 4 5 5 5 2 5     ，

其中 2PC PD PH 
  

，所以 PC PD
 

的最小值为10 4 5 ．

故答案为：10 4 5 ．

15．（1）[ ， ]；（2）[0， ]∪[ ，π）.

【详解】

解：（1） 因为直线 OA的斜率为 kOA＝1，倾斜角α1＝ ，直线 OB的斜率为 kOB＝－ ，



倾斜角α2＝ ，所以直线 OP斜率的取值范围是（－∞，－ ]∪[1，＋∞），倾斜角的取值

范围是[ ， ].

（2）同（1），所以直线 OP斜率的取值范围是[－ ，1]，倾斜角的取值范围是[0，]∪[ ，

π）.

16．(1) 0k  或
4
3

k 

(2)4

【详解】（1）由题意得，直线 : 1 2 0l kx y k    ， (0,0)O ，半径 1r  ，

O到直线 l的距离 2

|1 2 | 1
1
kd

k


 


，

解得 0k  或
4
3

k  .

（2）由题意得， 0k  ，

令 0y  ，得
12 ,0A
k

  
 

；令 0x  ，得 (0,1 2 )B k ，

   1 1 1 1 1 12 1 2 4 4 4 2 4 4
2 2 2OABS k k k

k k k
                             

 ，

当且仅当
1 4k
k

   ，即
1
2

k   时，等号成立，

即 OAB△ 面积的最小值为 4.

17．(1)
1
2

k 

(2) 3y x   或
4 2
1 3

  y x

【详解】（1）由题意可知直线  : 2 1 Rl y kx k k    ，

 2 1y k x   易知直线 l过定点  2,1 ，

当直线 l过原点时，可得
1

2
k  ，

当
1
2

k  时，直线 l不经过第二象限．

（2）由题意可知 0,k 

∵直线 : 2 1l y kx k   与 x轴、 y轴正半轴的交点分别是  12 ,0 , 0,1 2A
k

B k   
 

 ，

21 1 1 (2 1)2 1 2
2 2AOB

kS k
k k


       ，



当 0k  时，由
9
2AOBS  得：

21 4 4 1 1 1 94 4
2 2 2

k k k
k k

               
，

即： 24 5 1 0k k   ，

1k   或
1
4

k   ，

即：直线 l的方程为 3y x   或
4 2
1 3

  y x .

18．(1) 2 2 4x y  ；

(2) 15 ；

(3)过定点.

【详解】（1）设点 P的坐标为 ( , )x y ，由 | | 2 | |PA PB ，得 2 2 2 2( 4) 2 ( 1)x y x y     ，整

理得 2 2 4x y  ，

所以曲线 E的轨迹方程为 2 2 4x y  .

（2）依题意， | | | | 2OC OD  ，且 30OCD   ，则点 (0,0)O 到CD边的距离为1，

于是 2

4 1
1k



，解得 15k   ，

所以直线 l的斜率为 15 .

（3）依题意， ,ON QN OM QM  ，则M N， 都在以OQ为直径的圆 F 上，

而Q是直线 : 4l y x  上的动点，设 ( , 4)Q t t  ，则圆 F 的圆心为
4( , )

2 2
t t 

，

圆 F的方程为
2 2 2 24 4( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
t t t tx y  

     ，即 2 2 ( 4) 0x y tx t y     ，



又因为 ,M N在曲线 2 2: 4E x y  上，由
2 2

2 2

4
( 4) 0

x y
x y tx t y

  


    
，得 ( 4) 4 0tx t y+ - - = ，

因此直线MN的方程为 ( 4) 4 0tx t y+ - - = ，即 ( ) 4( 1) 0t x y y    过定点 (1, 1) ，

所以直线MN是过定点 (1, 1) .

19．(1) 2 2( 3) ( 4) 9x y   

(2)11 2 4 6

【详解】（1）由题意，设  ,Q x y ，由  3, 4PQ  


，得  3, 4P x y  ,

P为圆O： 2 2 9x y  上的动点，所以    2 23 4 9x y    ，

所以Q点的轨迹方程为：    2 23 4 9x y    .

即曲线 E的方程为：    2 23 4 9x y    .

（2）将 l的方程整理为   3 33 1 3 2 0
2

x y m x y      ，

令

3 1 0,

3 33 2 0,
2

x y

x y

   



  


解得

1 ,
2
3 ,
2

x

y

  

 

所以 l过定点
1 3,
2 2

N
 
  
 

.

如图：

当 AB ON 时，�� 取得最小值，此时 3ONk   ，所以
3 3

33 2AB
mk
m


  


，解得
3
6

m   ，

直线 AB的方程为 3 2 0x y   ，

221 3 1
2 2

ON
            

， 2 9 1 4 2AB    .

由（1）可知，曲线 E是圆心为  3, 4E  ，半径为 3的圆，点 E到 l的距离为



3 4 3 2 5 2 3
2 2

 
  ，所以点M 到 l的距离

5 112 3 3 2 3
2 2

d      ，

故 MAB△ 面积的最大值为
1 114 2 2 3 11 2 4 6
2 2

      
 

.


